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Аннотация. Двойной интеграл находит самое широкое применение в 

различных сферах научного исследования, причем одним из важных 

направлений является вычисление площадей гладких поверхностей. В статье 

рассмотрены алгоритмы, основанные на использовании декартовой системы 

координат и осуществлен переход к полярной системе координат. 
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Если гладкая поверхность задана уравнением 𝑧 = 𝑓(𝑥,𝑦) и D – проекция 

данной поверхности на плоскость Oxy, то площадь поверхности выражается 

формулой [1,2,3]: 
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Задача 1. Найти площадь поверхности конуса 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2, расположенную 

внутри цилиндра 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2. 

Решение. В силу симметричности поверхности относительно плоскости 

Oxy будем вычислять площадь верхней части поверхности при 𝑧 ≥ 0, а результат 

удваивать. Из уравнения конуса имеем для верхней части: 
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Отсюда 
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Проекцией D поверхности конуса на плоскость Oxy является круг 𝑥2 + 𝑦2 = 

𝑎2 с центром в точке (0, 0) и радиусом 𝑅 = 𝑎. Тогда по формуле (1) получим 
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Переходя к полярным координатам, находим 
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Следовательно, площадь всей поверхности 

22 2 2 .верхS S a= =  

Задача 2. Найти площадь части сферы 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2, заключённой внутри 

цилиндра 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎y 

Решение. В силу симметричности поверхности относительно плоскости 

Oxy будем вычислять площадь верхней части поверхности при 𝑧 ≥ 0, а результат 

удваивать. Из уравнения сферы имеем для верхней части: 
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Проекцией D поверхности сферы на плоскость Oxy является круг 𝑥2 + 𝑦2 = 

𝑎y. Выделяя здесь полный квадрат по y, получим  
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Это круг с центром в точке (0, 𝑎/2) и радиусом 𝑅 = 𝑎/2.  
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Тогда по формуле (1) получим 

22

2 2 2
1 .верх

D D

z z adxdy
S dxdy

x y a x y

   
= + + =  

   − − 
   

Переходя к полярным координатам, находим уравнение окружности:  

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎y, 𝑟2 cos2 𝜑 + 𝑟2 sin2 φ = 𝑎r sin φ, 𝑟 = 𝑎 sin φ. 

Для области 𝐷 угол φ изменяется от 0 до π; 𝑟 изменяется от 0 до окружности 

𝑟 = 𝑎 sin φ, то есть 

( ) , 0 ; 0 sin .D r r a   =      

 



  Наука и Образование. Том 8. № 2. 2025 / Естественно-математические науки  
 

 

Тогда 
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Следовательно, площадь всей поверхности 

( )22 2 2 .верхS S a = = −  
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Abstract. The double integral is widely used in various fields of scientific 

research, and one of the important directions is the calculation of the areas of smooth 

surfaces. The article discusses algorithms based on the use of the Cartesian coordinate 

system and makes the transition to the polar coordinate system. 

Keywords: double integral, Cartesian coordinates, polar coordinates, surface 

area of a smooth figure. 
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