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Введение. В настоящей работе введено сокращение слова: треуголь-

ник=3-к, четырехугольник=4-к. Также целесообразно вместо длинного слова 

«окружность» использовать его краткие эквиваленты: 1) «о-сть» («ость»), 

«округа» или «округ» (в зависимости от контекста); 2) «обруч» вместо «опи-

санная окружность» (обруч бочки снаружи обжимает многоугольник, образо-

ванный досками); 3) «обод» вместо «описанная окружность» (обод колеса из-

нутри обжимает многоугольник или окружность, образованные покрышкой), 3) 

«бур» вместо «окружность, пересекающая многоугольник». 

Результаты исследований. 

Теорема о бабочке, полувписанной в окружность. 4-к ABED на рис. 1 – 

равнобокая трапеция (AD׀׀BE, AB=ED). Диагонали AE и BD трапеции разрезают 

ее на 2 равных 3-ка ACB и ECD, имеющих общую биссектрису KU (или KL) 

двух равных (вертикальных) углов соответ-

ственно ACB и ECD. В упомянутых 2 равных 3-

ках также равны стороны: AC=CD и CB=EC. 

Равны также противолежащие им углы. 3-к 

ACB, вписанный в окружность (A,C,B,G,L,M), 

вместе с 3-ком ECD образует невыпуклый 4-к 

ABDE, который мы назовем «бабочкой, полув-

писанной в окружность» (A,C,B,G,L,M). Имен-

но о нем пойдет речь в теореме о бабочке, по-

лувписанной в окружность. Проведем два от-

резка прямых FG и NM так, что по сути отложим относительно биссектрисы KL 

два равных вертикальных угла соответственно ACB и ECD еще две пары произ-

вольных равных вертикальных углов: FCK=LCG , NCK=LCM, причем 

все 4 угла равны между собой: FCK=LCG=NCK=LCM. При этом 2 верх-

них угла опираются концами на сторону ED 3-ка ECD, а 2 нижних угла опира-

ются концами на окружность (A,C,B,G,L,M). Тогда теорема о бабочке, полувпи-

санной в окружность, утверждает: ACCE=BCCD=MCCN= 

GCCF=LCCK=const. Последнюю формулу мы назовем правилом ложных се-
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кущих (псевдосекущих) окружности (A,C,B,G,L,M). Т.к. по построению FC=CT, 

KC=CU, NC=CV, то написанное выше правило ложных секущих может быть 

сформулировано исключительно на языке элементов одного 3-ка, вписанного в 

окружность, а именно: ACBC= MCCV= GCCT= LCCU=const. Т.к. на рис. 1 

CU (или CL) - биссектриса 3-ка ACB, CT – чевиана, а CV – соответствующая ей 

изочевиана (чевиана и изочевиана образуют равные углы относительно биссек-

трисы CU: TCU=UCV), тогда последняя формула может быть сформулиро-

вана словами так: произведение чевианы и ее изочевианы, продолженной до ее 

пересечения с описанной окружностью 3-ка, которые выходят из одной вер-

шины 3-ка, постоянно и не зависит от типа чевианы и ее изочевианы. Это 

произведение всегда равно произведению сторон 3-ка, которые сходятся в упо-

мянутой выше вершине, а также равно произведению биссектрисы (проведен-

ной из той же вершины 3-ка, что и чевиана и ее изочевиана) на биссектрису, 

продолженную до ее пересечения с описанной окружностью 3-ка. Примерами 

чевианы и ее изочевианы могут служить: медиана и ее симедиана, высота и ее 

сивысота (совпадающая с частью диаметра описанной окружности 3-ка, прове-

денного из той же вершины 3-ка, что и высота). До-

казательство теоремы просто, но здесь для него нет 

места. Заметим, что чевиана и ее изочевиана (воз-

можно также название сичевиана) вместе с биссек-

трисой 3-ка, проведенные из одной вершины, отсе-

кают от данного 3-ка два 3-ка, которые мы назовем 

псевдоподобными. Например, на рис. 1 два 3-ка TCU 

и UCV псевдоподобные, ибо TCU=UCV, 

CT/TU=CV/VU. 

 

Обобщённая теорема Помпею (см. рис. 2) утверждает: Пусть окружность 

касается описанной окружности равностороннего треугольника ABC в произ-

вольной точке M. Проведём ''касательные'' AA1, BB1, CC1 к этой окружности из 

Рис.2 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B0%D0%B9%D0%BB:Pompeu2.pdf
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B0%D0%B9%D0%BB:Pompeu2.pdf
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вершин треугольника. Тогда AA1+CC1=BB1 (рис.2). Используя это, теорему 

Кейси и некоторые соображения можно доказать следующее: 

Если внутри произвольной большой окружности (рис. 

3) хордой отсечь круговой сегмент меньше половины 

этой окружности и в полученный сегмент вписать про-

извольные малые окружности любого диаметра так, 

чтобы они касались в одной точке хорды, а в другой 

точке касались внутренним образом этой большой 

окружности, а из точки A, лежащей на диаметре боль-

шой окружности, перпендикулярном выше упомянутой 

хорде, провести пары касательных к указанным выше малым окружностям, то 

длины этих касательных будут равны, т. е. вторые концы этих касательных бу-

дут лежать в одной точке A, расположенной на большой окружности (рис. 3). 

То есть на рис 3 все 6 касательных к окружностям, проведенные из точки A, 

лежат на одной окружности с центром в точке A, а сами касательные являются 

радиусами этой окружности. Рис. 3 служит иллюстрацией к одному из частных 

случаев нашего параграфа «Общий радикальный центр семейств окружно-

стей» (см. в предыдущем выпуске нашу статью «5-е исследование по геомет-

рии»). Возникает вопрос: на какой кривой лежат центры семейства окружно-

стей, вписанных на рис. 3 в круговой сег-

мент? В общем случае, если нижняя огра-

ничивающая линия - не прямая, а окруж-

ность, видимо, это семейство центров ле-

жит на кривой 2-го порядка. В данном 

случае это, скорее всего, - тоже окруж-

ность. 

Обобщенная лемма Архимеда. На рис 4 

даны две пересекающиеся окружности 

(A,B,D,C) и (M,F,G,N,D,C), которые пере-

секает 3-к ABE. Через точки D и C пересе-

чения 2 окружностей проведены также 
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хорды DM, DF, CN, CG внутри малой окружности через точки ее пересечения 

со сторонами 3-ка ABE. Легко доказать, что при этом MN׀׀AB. Следовательно, 

MNGF – равнобокая трапеция, вписанная в малую окружность. Поэтому равны 

вписанные в малую окружность углы, опирающиеся на равные дуги, т. е. равны 

углы: MDF=MCF=GCN=GDN. Это и есть обобщенная лемма Архиме-

да. Из нее следуют два частных случая обобщения леммы Архимеда: когда 

совпадают 3 точки C,E и D в виде одной точки или когда совпадают 2 точки F и 

G в виде другой точки. Если же одновременно совпадают 3 точки C,E и D и 2 

точки F и G в виде двух разных точек, то мы имеем обычную лемму Архимеда. 

Доказательство обобщенной леммы Архимеда. На рис.4 в 3-ке ABE отрезки 

DC и MN антипараллельны, как хорды окружности (M,F,G,N,D,C), а отрезки DC 

и AB антипараллельны, как хорды окружности (A,B,D,C). Обозначив антипа-

раллельно знаком «», имеем DC  MN и DC  AB или цепочкой MN DC 

 AB. Т.е. отрезок MN дважды антипараллелен отрезку AB через отрезок DC, 

следовательно, отрезки MN и AB параллельны (к такому же выводу можно 

прийти, рассматривая подобия 3-ков). Следовательно, отрезки MN и FG парал-

лельны. Следовательно, FGNM - равнобокая трапеция, вписанная окружность 

(M,F,G,N,D,C). Следовательно, равны отрезки MF и NG. Следовательно, равны 

дуги MF и NG, опирающиеся на равные отрезки MF и NG. Следовательно, 

равны углы: MDF=MCF=GCN=GDN, вписанные в окружность 

(M,F,G,N,D,C), опирающиеся на равные дуги MF и NG. 

Обобщенная теорема Брахмагупты. Понятие пары изочевиан 3-ка введены 

выше. С их помощью теорема Брахмагупты обобщается в виде (рис. 5). Если в 

4-ке ABCD, вписанном в окружность, диагонали AC и BD (персекающиеся в 

точке M) разбивают его на 2 пары подобных 3-ков 

ADM и BCM, ABM и DCM, образующих два 4-ка – 

«бабочки», тогда любые две пары изочевиан лю-

бой пары из этих подобных 3-ков, проведенные из 

вершины M, образуют друг с другом две пары от-

резков прямых, пересекающихся в точке M. В 

этом и суть обобщенной теоремы Брахмагупты. 

Например, на рис. 5 в паре подобных 3-ков ADM 

и BCM из вершины M проведены две пары изоче-

виан MF и MG, ME и MK (синего цвета). Теорема утверждает, что в этом случае 

эти пары изочевиан образуют два сплошных отрезка прямых: FE и GK, пересе-

кающихся в точке M. Доказательство. Т.к. пары изочевиан 3-ка образуют рав-



6 
 

ные углы с его сторонами, то равны 4 угла; AMF=DMG=BMK=CME. Но 

тогда FE и GK образуют два сплошных отрезка прямых, пересекающихся в 

точке M, ибо пары углов: AMF=CME, DMG= BMK, - равны, как верти-

кальные углы этих двух сплошных отрезков прямых FE и GK. Сама теорема 

Брахмагупты следует отсюда, как частный случай, когда парами изочевиан 3-

ка являются медиана и симедиана, поскольку при дополнительном требовании 

теоремы о перпендикулярности диагоналей (ACBD) в любой паре рассмот-

ренных выше прямо-

угольных подобных 3-ков 

(ADM и BCM, ABM и 

DCM) симедианой, про-

веденной из вершины M 

прямого угла, служит вы-

сота, проведенная из 

вершины M этого прямо-

го угла (легко доказыва-

ется этот факт). 

Уточнение теоре-

мы Мавло. Для 3-ка ABC и его окружности Эйлера (D,E,F,G,K,M) на рис. 6 

теорема Мавло утверждает, что одна из трех дуг окружности (в нашем случае 

это - дуга GF), отсекаемая одной стороной 3-ка, равна сумме двух других дуг 

той же окружности, отсекаемых двумя другими сторонами 3-ка (в нашем слу-

чае это - сумма дуг KM и DE). Уточнение теоремы Мавло состоит в том, 

что можно точно указать радианные меры этих дуг, а именно: GF=2A-B, 

KM=  

=2A-C, DE=2C-B. Откуда легко убеждаемся в справедливости теоре-

мы Мавло. 

Выводы. По-нашему мнению, рассмотренные вопросы будут полезны 

геометрам. 
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