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Аннотация. В работе рассматривается скоростное воздействие потока 

несущей среды на дисперсную частицу как дифференциальный оператор от 

функции скорости дисперсной частицы. В качестве силы межфазного 

взаимодействия рассматривается сила Стокса, что позволяет свести 

математическую модель к обыкновенному неоднородному линейному 

дифференциальному уравнению. Получены решения уравнения динамики 

частицы для описания случаев гармонических и затухающих колебаний 

несущей среды. В работе исследовано влияние размера   дисперсного 

включения на размах изменения скорости колебаний дисперсной частицы.     

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, механика жидкости и 

газа, неоднородные среды, межфазное взаимодействие, сила Стокса.    
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Теория дифференциальных уравнений имеет широкий перечень 

приложений в различных областях физики [1-16]. Дифференциальные 

уравнения, описывающие динамические процессы в однородных сплошных 

средах [6-7] или неоднородных средах [8-10] имеют как аналитические [1-9, 14-

16] так и численные решения [10-13].   

В     монографии [5] рассматривались различные вопросы колебаний в 

газе, изложены основы акустической теории неоднородных сил, описаны 

различные силы межфазного взаимодействия.  Вопросы численного 

моделирования динамики газодисперсных сред рассмотрены в работах [11-12].  

Численное моделирование динамики частиц в акустическом поле с 

использованием CFD пакетов рассмотрено в статье [13].  

Актуальность работы состоит в том, что процессы движения дисперсных 

частиц в газах или жидкостях протекают в различных промышленных 

технологиях.  

Новизна работы заключается в том, что исследуется динамика 

дисперсной частицы, движущейся под действием силы Стокса как в 

гармоническом, так и в затухающем гармоническом поле скорости несущей 

среды.  

Целью работы являлось исследование физических свойств различных 

решений неоднородного дифференциального уравнения динамики дисперсной 

частицы, под действием силы Стокса. 

Гармонические колебания несущей среды описываются уравнениями (1)-(3): 

2
2

2

d x
x

dt
= −   (1) 

( ) ( )sinx t A t=   (2) 

( ) ( )cosu t A t =   (3) 

Здесь x(t) – продольная координата, А– амплитуда хождений поршня, t – 

время, ω  – циклическая частота колебаний. 

Затухающие циклические колебания описываются уравнениями (4)-(7):   
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2
2

2
2 0

dx dx
x

dt dt
 + + =   (4) 

( ) ( )1sin tx t A t e  −=   (5) 

( ) ( ) ( )1 1 1cos sint tu t A t e A t e    − −= −   (6) 

2 2

1  = − (7) 

Где δ– коэффициент затухания, ω1 – частота затухающих колебаний. 

Динамика дисперсной частицы определяется из предположения, что частица 

движется под действием силы Стокса [5], в уравнении константа а   – 

коэффициент сопротивления (8) [5]: 

( )1
1

du
m a u u

dt
= −   (8) 

Здесь u1   – скорость дисперсной частицы, m   – масса частицы, a   –

коэффициент сопротивления частицы. В случае сферической частицы с 

диаметром d [5] уравнение (8) имеет вид (9), где ρ1 – плотность материала 

частицы, µ– коэффициент динамической вязкости несущей среды:  

( )
3

1 1
16

6

d du
d u u

dt

 
 = −   (9) 

В таком случае динамика частицы в потоке несущей среды определяется 

выражением (10): 

( )1
12

1

36du
u u

dt d




= −   (10) 

Или при записи 
2

1

36

d





=  в виде (11): 

( )1
12

1

36du
u u

dt d




= −  (11) 

Исходя из уравнения (11) можно записать дифференциальный оператор 

[14] (12): 

( ) 1
1 1

du
L u u

dt
= +   (12) 
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В таком случае уравнение динамики частицы имеет вид (13): 

( )1L u u=   (13) 

Неоднородная часть уравнения (13) учитывает параметры несущей среды 

и дисперсной частицы – скорость несущей среды, вязкость несущей среды, 

размер и плотность материала дисперсного включения. В случае 

гармонических колебаний (1)-(3) и затухающих колебаний (4)-(7) с помощью 

дифференциального оператора (12) уравнение динамики частицы имеет вид 

(14) и (15) соответственно: 

( ) ( )1 cosL u A t  =   (14) 

( ) ( ) ( )( )1 1 1cos sint tL u A t e t e     − −= −   (15) 

Решение уравнений (14) и (15) отыскивается методов вариации 

переменной [15]: 

( ) ( )( )1

t tu t e u t e dt −=    (16) 

В обоих случаях подынтегральными выражениями является произведение 

экспоненциальной и тригонометрической функций [16].  

Решением уравнений (14) и (15) составляет (17) и (18) соответственно:  

( ) 2 2

1 = ( cos( t)+ sin( t))/( + )+u t A C         (17) 

( ) 2 2

1 1 1 1 1 1= e  ((( - )cos( )+ sin( ))/(( - ) + ))tu t A t t        − +  

2 2

1 1 1 1e  ((( - )sin( )+ cos( ))/(( - ) + ))+tA t t C        −+  (18) 

Здесь С – некоторая постоянная.   

Решение неоднородного дифференциального уравнения складывается из 

частного решения однородного дифференциального уравнения и решения 

однородного дифференциального уравнения.  

Решение однородного дифференциального уравнения ( )1 1 0L u u=   

является собственной функцией дифференциального оператора (12) для 

собственного значения λ=0, где u10 – некоторая начальная скорость: 

1 10

хu u е −=   (19) 
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С учетом (19) и частных решений (14) и (15) общие для уравнения 

динамики частицы для гармонических и затухающих колебаний имеют вид 

(17*) и (18*) соответственно:  

( ) 2 2

1 10= + ( cos( t)+ sin( t))/( + )+tu t u e A C       −   (17*) 

( ) 2 2

1 10 1 1 1 1 1= e  ((( - )cos( )+ sin( ))/(( - ) + ))t tu t u e A t t         − −+ +
2 2

1 1 1 1e  ((( - )sin( )+ cos( ))/(( - ) + ))+tA t t C        −+   (18*) 

Выражения (3), (6), (16), (17), (16*), (17*) реализованы в виде 

компьютерной программы на языке программирования Fortran.   

Общая схема моделируемого процесса колебаний дисперсной частицы 

изображена на рис.1.  

 

 

Рисунок 1 - Общая схема моделируемого процесса 

Колебания осуществлялись на частоте первого линейного резонанса в 

продольном канале ω= πc/L [10], L=1 м – длина канала, где с=330 м/с– скорость 

звука в воздухе при комнатной температуре;  µ=1.5*10-5 Па·с ,   ρ1=1000 кг/м3, 

амплитуда колебаний   –А=0.001 м,   f(x)=sin(x), в уравнениях (3), (6) константа 

С=0. 

Для частицы размером d=10 мкм при колебаниях несущей среды с 

размахом изменения скорости – U≈1.2 м/c, рис.2а, размах изменения скорости 

дисперсной частицы на порядок меньше – U1≈0.12 м/c, рис.2б. 
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Рисунок 2 - Временная зависимость скорости газа – рис.2а и скорости дисперсной частицы – рис.2б   

Для процесса затухающих колебаний с величиной параметра затухания – 

δ=0.1 для частицы с диаметром d=100 мкм при расчете динамики дисперсной 

частицы по формуле (18) размах изменения скорости дисперсной частицы на 

порядок меньше, чем амплитуда изменения скорости несущей среды (6) – рис.3 

(а,б).   
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Рисунок 3 - Временная зависимость скорости газа – рис.3а и скорости дисперсной частицы – рис.3б   

Расчеты демонстрируют, что при увеличении размера дисперсной 

частицы как при гармонических, так и при затухающих колебаниях происходит 

уменьшение амплитуды   скорости дисперсного включения, что можно 

наблюдать на   рис.4 (а-в).    
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Рисунок 5а 
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Рисунок 4б 
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Рисунок 4в 

Рисунок 4 - Временная зависимость скорости дисперсной частицы для различных размеров частиц: рис.4а – 

гармонические колебания; рисунок 4б – затухающие колебания;  рис.4в – затухающие колебания для частицы с 

размером d=250 мкм.    

 

В случае если гармонические (17*) и затухающие колебания (18*) 

дисперсного включения моделируются с учетом собственной функции (19) 

дифференциального оператора (12) также можно наблюдать, как при 

уменьшении размера дисперсного включения решение приближается к 

решению по формуле 5 (а,б) (17), (18).   Такая закономерность объясняется тем, 

что при уменьшении размера дисперсного включения параметр α возрастает 

тем, самым функция е-αt интенсивнее убывает для меньших размеров 

дисперсных включений.  
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Рисунок 5а 
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Рисунок 5б 

Рисунок 5 – Временная зависимость скорости дисперсной частицы для различных размеров частиц: рис.5а – 

гармонические колебания; рис.5б – затухающие колебания.    
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Заключение. В работе представлена математическая модель динамики 

дисперсной частицы в поле скорости несущей среды (в расчетах несущая среда 

— это газ с физическими параметрами воздуха) в случае учета силы Стокса, что 

позволяет описать динамику дисперсного включения линейным 

дифференциальным уравнением.  Рассмотрены гармонические и затухающие 

колебания несущей среды. Исследовано влияние размера дисперсного 

включения на интенсивность колебаний дисперсной частицы. Выявлено, что 

интенсивность колебаний дисперсного включения уменьшается при 

увеличении размера дисперсного включения. В случае построения общего 

решения дифференциального уравнения (11) при уменьшении размера 

дисперсного включения общее решение быстрее стремится к частному 

решению более.   Результаты могут быть применены при математическом 

моделировании колебаний дисперсных частиц в акустических резонаторах.  

 

Работа выполнялась в рамках государственного задания Федерального 

исследовательского центра Казанского научного центра Российской академии 

наук. 
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Abstract. This paper examines the velocity effect of a carrier medium flow on 

a dispersed particle as a differential operator of the particle's velocity function. The 

Stokes force is considered as the interphase interaction force, allowing the 

mathematical model to be reduced to an ordinary nonhomogeneous linear differential 

equation. Solutions to the particle dynamics equation are obtained to describe cases 

of harmonic and damped oscillations of the carrier medium. The effect of the 
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dispersed inclusion size on the amplitude of the dispersed particle's oscillation 

velocity is also examined. 

Keywords: differential equations, fluid and gas mechanics, inhomogeneous 

media, interfacial interaction, Stokes force. 
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