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Аннотация. Двойной интеграл находит самое широкое применение в 

различных сферах научного исследования, причем одним из важных 

направлений является вычисление объемов тел. В статье рассмотрены 

алгоритмы вычисления объемов тел в трехмерном пространстве. 
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Объём 𝑉 цилиндрического тела, ограниченного сверху непрерывной 

поверхностью 𝑧 = 𝑓(𝑥,𝑦), снизу плоскостью 𝑧 = 0 и с боков прямой 

цилиндрической поверхностью, вырезающей на плоскости Oxy область 𝐷, 

выражается формулой [1,2,3]: 

( ) ( ), 1
D

V f x y dxdy=   

Задача 1. Найти объём тела, ограниченного эллиптическим параболоидом 

𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 + 1, плоскостью 𝑥 + 𝑦 = 1 и координатными плоскостями 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 

𝑧 = 0. 

Решение. Данное тело ограничено сверху эллиптическим параболоидом 𝑧 

= 2𝑥2 + 𝑦2 + 1 с вершиной (0, 0, 1) и вытянутого в положительном направлении 

оси Oz; снизу плоскостью 𝑧 = 0; с боков координатными плоскостями Oxz (𝑦 = 

0) и Oyz (𝑥 = 0), а также плоскостью 𝑥 + 𝑦 = 1, параллельной оси Oz. Областью 

интегрирования D является треугольник на плоскости Oxy, образованный 

прямыми 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. 

 

Тогда по формуле (1) 
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( )2 22 1
D

V x y dxdy= + +  

Область интегрирования D является правильной в направлении оси Oy. 

Тогда для неё x изменяется от 0 до 1; y изменяется от прямой 𝑦 = 0 до прямой 𝑦 

= 1 − 𝑥, то есть 

( ) , 0 1; 0 1D x y x y x=     −  

 
Расставляя пределы интегрирования, находим 
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Задача 2. Найти объём тела, ограниченного эллиптическим параболоидом 

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, цилиндром 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2, координатной плоскостью 𝑧 = 0, плоскостями 

( )3 3 , 3 0y x y x x=  =   . 

Решение. Данное тело ограничено сверху эллиптическим параболоидом 𝑧 

= 𝑥2 + 𝑦2 с вершиной (0, 0, 0), вытянутого в положительном направлении оси Oz; 

снизу плоскостью 𝑧 = 0 и вырезаемой на ней окружностью 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2; с боков 
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плоскостями 
3

3
y x

 
=   
 

 и 3y x=  , параллельными оси Oz. Областью 

интегрирования D является круговой сектор радиуса a на плоскости Oxy, 

образованный прямыми 
3

3
y x

 
=   
 

 и 3y x=   

 
Тогда по формуле (1), переходя к полярным координатам, получим 

( )2 2 3
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Для области D находим изменение угла φ из уравнений прямых: 
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Итак, для области D угол φ изменяется от π/6 до π/3; радиус r изменяется 

от 0 до a, то есть 

 

( ), 0 ; .
6 3

D r r a
 

 
 

=     
 

 

Следовательно, 
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