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Аннотация. Двойной интеграл находит самое широкое применение в 

различных сферах научного исследования, причем одним из важных 

направлений является вычисление площадей плоских фигур. В статье 

рассмотрены алгоритмы, основанные на использовании декартовой и полярной 

систем координат. 
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Площадь S квадрируемой области D на плоскости Oxy выражается 

формулой [1,2,3]: 

( ). 1
D

S dxdy=   

В полярных координатах 𝑥 = 𝑟 cos φ, 𝑦 = 𝑟 sin φ формула площади примет 

вид  

( ). 2
D

S rdrd=   

Задача 1. Найти площадь области, ограниченной кривыми 𝑦2 = 4𝑎x + 4𝑎2 и 

𝑥 + 𝑦 = 2𝑎 (𝑎 > 0).  

Решение. Находим координаты точек пересечения заданных кривых, 

решая систему уравнений 

2 24 4 ,

2 .

y ax a

x y a

 = +


+ =
 

Выражая из второго уравнения 𝑦 = 2𝑎 − 𝑥 и подставляя в первое уравнение, 

получим 

( )2 2 2 24 2 4 4 12 0.y a a y a y ay a= − + → + − =  

Находим дискриминант 𝐷 = 16𝑎2 + 48𝑎2 = 64𝑎2, тогда 

1 2

4 8 4 8
2 ; 6 .

2 2

a a a a
y a y a

− + − −
= = = = −  

При этом 𝑥1 = 2𝑎 − 𝑦1 = 0; 𝑥2 = 2𝑎 − 𝑦2 = 8𝑎. Итак, точки пересечения 𝐴(0, 

2𝑎);𝐵(8𝑎, −6𝑎).  
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По формуле (1) имеем 
.

D

S dxdy=   

Область D является правильной в направлении оси OX. Для области 𝐷 𝑦 

изменяется от −6𝑎 до 2𝑎; 𝑥 изменяется от параболы 𝑥 = 𝑦2−4𝑎2/4𝑎 до прямой 𝑥 = 

2𝑎 − 𝑦, то есть 

( )
2 24

, 6 2 ; 2 .
4

y a
D x y a y a x a y

a

 −
= −     − 
 

 

Расставляя пределы интегрирования, находим 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
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( )3 3 2 2 2 21 56 64
8 216 24 16 .

12 3 3
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a
− + = + − =

 

Задача 2. Найти площадь области, ограниченной кривой 𝑟 = 𝑎 cos 3φ. 
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Решение. Границей области является трёхлепестковая роза 𝑟 = 𝑎 cos 3φ. 

Найдём промежуток изменения угла φ для каждого лепестка. Для этого решим 

неравенство cos 3φ ≥ 0. 

 
Отсюда – π/2 + 2π𝑛 ≤ 3φ ≤ π/2 + 2π𝑛, где 𝑛 ∈ ℤ. Тогда  

− π/6 + 2π𝑛/3 ≤ φ ≤ π/6 + 2π𝑛/3. 

Первый лепесток получается при 

0 ;
6 6

n
 

=  −    

– второй при 

2 2 5
1 ;

6 3 6 3 2 6
n

     
 =  − +   +     

– третий при 

4 4 7 3
2 .

6 3 6 3 6 2
n

     
 =  − +   +     

Будем искать площадь одного лепестка по формуле (2) 

1

1 .
D

S rdrd=   
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Для области 𝐷1 угол φ изменяется от – π/6 до π/6; 𝑟 изменяется от 0 до 

кривой 𝑟 = 𝑎 cos3φ, то есть 

( )1 , ; 0 cos3 .
6 6

D r r a
 

  
 

= −     
 

 

Следовательно, 

cos3cos3/6 /6 /62 2
2
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− − −
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= = = = 

 

+  
= = + =  = 

 

   


 

Окончательно находим площадь всей области  

𝑆 = 3∙𝑆1 = 3∙π𝑎2/12 = π𝑎2/4. 

Задача 3. Найти площадь области, ограниченной кривыми  

𝑟 = 𝑎(1 + cos φ) и 𝑟 = 𝑎 cos φ. 

Решение. Границей области являются кардиоида 𝑟 = 𝑎(1 + cos φ) и 

окружность 𝑟 = 𝑎 cos φ с центром в точке (𝑎/2, 0) и радиусом 𝑅 = 𝑎/2. Находим 

точки пересечения кардиоиды с осями координат. Подставляя φ = 0 в уравнение 

кардиоиды, получим 

𝑟 = 𝑎(1 + cos 0) = 2𝑎. 

Аналогично, подставляя 

φ = π/2 ⟹ 𝑟 = 𝑎 (1 + cos π/2) = 𝑎; 

φ = π ⟹ 𝑟 = 𝑎(1 + cos π) = 0; 

φ = − π 2 ⟹ 𝑟 = 𝑎 (1 + cos (− π/2)) = 𝑎. 

По этим точкам строим кардиоиду. 
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Преобразуем уравнение окружности, умножая его на 𝑟: 

𝑟 = 𝑎 cos φ ⟹ 𝑟2 = 𝑎 𝑟 cos φ. 

Переходя к декартовым координатам, заменяем  

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2; 𝑟 cos φ = 𝑥, получим 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎х. Выделяя полный квадрат по переменной x, находим 

(𝑥 – 𝑎/2)2 + 𝑦2 = 𝑎2/4. 

Это уравнение окружности с центром в точке (𝑎/2, 0) и радиусом 𝑅 = 𝑎/2. 

Тогда площадь области будем вычислять по формуле (2) 

.
D

S rdrd=   

где область D расположена между окружностью и кардиоидой и является 

симметричной относительно оси Ox. Будем находить площадь верхней части 

области (при 𝑥 ≥ 0), а результат удваивать. Разобьём верхнюю половину области 

D на две части: 𝐷1 в первой четверти и 𝐷2 во второй четверти. В силу 

аддитивности имеем 

1 2

.верх

D D

S rdrd rdrd = +   

Для области 𝐷1 угол φ изменяется от 0 до π/2; 𝑟 изменяется от окружности 

𝑟 = 𝑎 cos φ до кардиоиды 𝑟 = 𝑎(1 + cos φ), то есть 
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( ) ( )1 , 0 ; cos 1 cos .
2

D r a r a


   
 

=     + 
 

 

Для области 𝐷2 φ изменяется от π/2 до π; 𝑟 изменяется от 0 до кардиоиды 𝑟 

= 𝑎(1 + cos φ), то есть 

( ) ( )2 , ; 0 1 cos .
2

D r r a


   
 

=     + 
 

 

Следовательно, 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

( ) ( )

( )

1 cos1 cos 1 cos/2 /2 2

0 cos /2 0 0 cos

1 cos
/22

22 2 2

/2 00

/22
22

/2 0

2 2
2

/2

2

1
1 cos cos

2 2

1
1 cos 1 2cos

2 2

1 2cos cos
2 2

aa a

верх

a a

a

r
S d rdr d rdr d

r
d a a d

a
a d d

a a
d

   

  


 



 







  

   

   

   

++ +

+

 
= + = + 

 

 
+ = + − + 

 

+ + = + +

+ + + = +

    

 

 

 ( )
/2

0

2 2

/2

2 2

/2

2 2 2
2

/2

2sin

1 cos 2
1 2cos 2

2 2 2 2

3 1
2cos cos 2 2

2 2 2 2 2

3 1 3 5
2sin sin 2 2 2 .

2 2 4 2 2 2 2 2 8

a a
d

a a
d

a a a
a

















 
 


  

  
  

+

+   
+ + + = + +   

   

   
+ + + = + +   

   

     
+ + + = + +  − =     

     





 

Окончательно получим 

𝑆 = 2𝑆верх = 𝑎25π/4 
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