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Аннотация. Двойной интеграл находит самое широкое применение в 

различных сферах научного исследования. В статье рассмотрены механические 

приложения двойного интеграла для определения: массы пластины, статические 

моменты пластины относительно координатных осей, координаты центра масс, 

моменты инерции пластины. В области механики именно двойной интеграл 

используется для определения важнейших характеристик. 
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Пусть тонкая пластина занимает область D на плоскости Oxy и имеет 

переменную плотность ρ(𝑥, 𝑦). Тогда справедливы следующие формулы [1-3]:  

1. Масса пластины 

   , 1
D

M x y dxdy   

Если пластина однородная, то условимся считать её плотность ρ(𝑥, 𝑦) = 1.  

Задача 1. Найти массу круглой пластины радиуса 𝑅, если плотность 

пропорциональна квадрату расстояния точки от центра и равна δ на краю 

пластины. 

Решение. Так как плотность пластины пропорциональна квадрату 

расстояния точки 𝑀(𝑥, 𝑦) от центра 𝑂(0, 0), то её можно записать в виде 

     
2
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Учитывая, что плотность на краю пластины равна δ, находим коэффициент 

пропорциональности 𝑘: 
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Итак, плотность пластины имеет вид 
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Тогда находим массу пластины по формуле (1), переходя к полярным 

координатам, получим 
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Для области D угол φ изменяется от 0 до 2π; радиус r изменяется от 0 до 𝑅, 

то есть 

  , 0 ; 0 2 .D r r R        

 

Расставляя пределы интегрирования, находим 
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2. Статические моменты пластины относительно осей Ox и Oy [1-3]: 

     , ; , 2x y
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Задача 2. Найти статические моменты относительно осей Ox и Oy 

однородной фигуры, ограниченной синусоидой 𝑦 = sin 𝑥 и прямой OA, 

проходящей через начало координат и вершину 𝐴(π/2, 1) синусоиды (𝑥 ≥ 0). 

Решение. Фигура однородная, следовательно, плотность ρ(𝑥,𝑦) = 1. Прямая 

OA проходит через начало координат, значит, её уравнение имеет вид 𝑦 = 𝑘x. 

Учитывая координаты точки 𝐴(π/2, 1), находим коэффициент 𝑘: 
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Тогда уравнение прямой 𝑂A имеет вид 𝑦 = 2𝑥/𝜋. Область интегрирования 

D является правильной в направлении оси Oy. Тогда для неё x изменяется от 0 

до π/2; y изменяется от прямой OA: 𝑦 = 2𝑥/𝜋 до синусоиды 𝑦 = sin 𝑥, то есть 
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Тогда по формулам (2) получим 
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Для вычисления 

/2

0

sinx xdx



  применим формулу интегрирования по 

частям. Пусть x = u, sinxdx = dv. Тогда du = dx, v = – cosx.  
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3. Координаты центра масс 𝑥0 и 𝑦0 пластины [1-3]: 
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Задача 3. Найти координаты центра масс однородной фигуры, 

ограниченной одной петлёй кривой 𝑟 = 𝑎 sin 2φ, лежащей в первой четверти. 

Решение. Фигура однородная, следовательно, плотность ρ(𝑥, 𝑦) = 1. По 

формуле (1) находим массу пластины, переходя к полярным координатам 
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По формулам (2) находим статические моменты пластины относительно 

осей Ox и Oy: 
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Окончательно, по формулам (3) имеем 
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Итак, центр масс имеет координаты (128𝑎/105π , 128𝑎/105π). 

4. Моменты инерции пластины относительно осей Ox и Oy [1-3]: 

     2 2, ; , 4x y

D D

I y x y dxdy I x x y dxdy       

Задача 4. Найти моменты инерции однородного треугольника, 

ограниченного прямыми 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝑥 + 2𝑦 = 2, 𝑦 = 0, относительно осей Ox и Oy. 

Решение. Фигура однородная, следовательно, плотность ρ(𝑥, 𝑦) = 1. Тогда 

по формулам (4) находим 
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Треугольник D является правильной областью в направлении оси Ox. Для 

него 𝑦 изменяется от 0 до 1; 𝑥 изменяется от прямой 𝑥 = 1 − 𝑦 до прямой 𝑥 = 2 − 

2𝑦, т.е.  
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Следовательно, 
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5. Момент инерции пластины относительно начала координат (полярный 

момент инерции) [1-3]: 
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Задача 5. Найти момент инерции однородной фигуры, ограниченной 

лемнискатой Бернулли 𝑟2 = 𝑎2 cos 2φ, относительно полюса. 

Решение. Находим промежуток изменения угла φ. Для этого решим 

неравенство: cos 2φ ≥ 0. Отсюда 

2 2 2 , .
2 2 4 4
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Первый лепесток получается при 𝑛 = 0 ⟹ − π/4 ≤ φ ≤ π/4; второй при 𝑛=1 

⟹ − π/4 + π ≤ φ ≤ π/4 + π ⟹ 3π/4 ≤ φ ≤ 5π/4. 

Будем проводить вычисления для одного лепестка, а результат удваивать. 

Тогда по формуле (5), переходя к полярным координатам, получим 

 

     2 2 2 2 32 , 2 2 .O

D D D

I x y x y dxdy x y dxdy r drd         

Для первого лепестка D угол φ изменяется от – π/4 до π/4; радиус r 

изменяется от 0 до лемнискаты cos2 ,r a   то есть 
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Имеем 
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Abstract. The double integral is widely used in various fields of scientific 

research. The article discusses the mechanical applications of the double integral for 

determining: plate masses, static plate moments relative to the coordinate axes, 

coordinates of the center of mass, moments of inertia of the plate. In the field of 
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mechanics, it is the double integral that is used to determine the most important 

characteristics. 

Keywords: double integral, integration boundaries, polar coordinates, correct 

integration domain, mechanical applications. 
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