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Введение. В настоящей работе введено сокращение слова: треуголь-

ник=3-к, четырехугольник=4-к. Также окружность здесь будет обозначаться 

перечислением в круглых скобках всех точек, через которые она проходит. 

Результаты исследований. 

Пусть 4-к ABED на рис. 1 вписан в окружность (A,N,B,E,D) и одновре-

менно полувписан в другую окружность (A,C,B,G), т.е. две его смежные верши-

ны A и B, а также точка C пересечения его диагоналей AE и BD лежит на этой 

второй окружности (стороны AD и BE 4-ка 

на рис. 1 не показаны из-за соображений 

простоты). Проведем через точку C произ-

вольный отрезок прямой FG, пересекаю-

щий обе окружности в точках N и G. Сама 

точка C лежит на второй окружности (рис. 

1). Пусть противоположные стороны 4-ка 

ABED пересекутся упомянутым отрезком 

прямой FG в некоторых точках M и F. То-

гда можно сформулировать следующую 

теорему. 

Теорема о секущей противопо-

ложных сторон вписанного 4-ка ABED, 

полувписанного в другую окружность. 

Данная теорема (см. рис. 1) утверждает, что ACCE=BCCD=GCCF=const. До-

казательство. То, что ACCE=BCCD, следует из известной формулы для двух 

хорд одной окружности, пересекающихся внутри нее. Осталось доказать, 

например, что BCCD=GCCF. Для этого докажем, что 3-ки DCF и GBC подоб-

ные. Они действительно подобные, ибо равны углы DCF=GCB, как верти-

кальные углы. Очевидно, равны углы BGC=BAC, как углы, вписанные в 

окружность (A,C,B,G) и опирающиеся концами на общую дугу CB. Очевидно, 

равны также углы BAC=BAE=BDE =CDE=CDF. Действительно углы 
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BAE=BDE равны, как углы, вписанные в окружность (A,N,B,E,D) и опираю-

щиеся концами на общую дугу BE. Остальные углы в этой цепочке равенств 

равны, как углы, отложенные от одних и тех же углов, но имеющие слегка про-

долженные или укороченные концы. Итак, BGC=BAC=CDE=CDF или 

BGC =CDF, а также GCB=DCF. Следовательно, 3-ки DCF и GBC подоб-

ные по признаку равенства у них двух пар внутренних углов. Для указанных 

подобных 3-ков имеем: 
CF

CD


BC

GC
 или GCCF=BCCD, что и требовалось дока-

зать. 

Частные случаи данной теоремы. 

Если 4-к ABED – равнобокая трапеция, то 

она, как известно, всегда может быть вписа-

на в некоторую окружность. Тогда AB и ED 

– либо две равные боковые стороны такой 

трапеции, либо два параллельных ее осно-

вания. AB и ED –две равные боковые сторо-

ны такой трапеции, тогда мы имеем част-

ный случай сформулированной выше тео-

ремы, приведенный в нашей статье «Стари-

ков В.Н. 6-е исследование по геометрии» 

(см. второй выпуск настоящего журнала) 

под названием «теорема о бабочке, полув-

писанной в окружность», где утверждение теоремы названо «правилом ложных 

секущих (псевдосекущих) окружности». Поскольку мы здесь доказали даже бо-

лее общую теорему, то доказательство частной теоремы больше не требуется. 

Теорема о двух парах хорд двух касающихся внешним образом окруж-

ностей, пересекающихся в точке касания этих окружностей. Если 3-к ABC 

на рис. 1 вырождается в точку, то совпадут точки A,B,C и M, а две пересекаю-

щиеся окружности станут касательными окружностями. Если обозначить сов-

павшие точки A,B,C и M,  все буквой C, то окружности станут касаться внеш-
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ним образом в точке C. Если через точку C провести касательную UV к двум 

окружностям, а также два дополнительных отрезка прямых LE и KD, то мы по-

лучим рис. 2. Докажем, что для произвольных отрезков прямых LE, KD и GF, 

проходящих через точку C касания двух окружностей, всегда выполняется со-

отношение 
CE

LC

CF

GC

CD

KC
 =const. Доказательство. Докажем например, что на рис. 

2 два отрезка прямых EF и GL параллельны, а 3-ки EFC и GLC подобны. Дей-

ствительно у 3-ков EFC и GLC углы ECF и GCL равны, как вертикальные, а 

вписанные в две окружности углы EFC и LGC измеряются  половинами соот-

ветственно дуг EC и LC двух окружностей, на которые они опираются [2; с. 

14, п. 1.3]. В свою очередь, половины дуг EC и LC являются радианной мерой 

углов UCE и VCL, образованных касательной UV к двум окружностям и соот-

ветствующими хордами EC и LC. Однако углы UCE и VCL равны, как верти-

кальные. Следовательно, равны радианные меры дуг EC и LC. Следователь-

но, равны углы EFC и LGC. Но они являются равными внутри накрест лежа-

щими углами для отрезков прямых EF и GL, пересекаемых секущей EL. Следо-

вательно, (по признаку параллельности прямых) отрезки прямых EF и GL па-

раллельны, а 3-ки EFC и GLC подобны. Из подобия 3-ков EFC и GLC сразу 

следует, что  
CE

LC

CF

GC
 , что и требовалось доказать. Аналогично доказывается, 

что два отрезка прямых DF и GK параллельны, а 3-ки DFC и GKC подобны. 

Следовательно, 
CF

GC

CD

KC
 . Окончательно имеем 

CE

LC

CF

GC

CD

KC
 =const. 

Теорема о двух парах хорд двух касающихся внутренним образом 

окружностей, выходящих из точки касания этих окружностей. Если две па-

ры хорд двух касающихся внешним образом окружностей (см. рис. 2) заменить 

на две пары хорд двух касающихся внутренним образом окружностей, выходя-

щих из точки касания этих окружностей, то мы получим рис. 3. Для него 

предыдущая теорема запишется в виде: 
CE

LC

CF

GC
 , а также .

CE

LE

CF

GF
  Доказатель-

ство. На рис. 3 два отрезка прямых EF и GL антипараллельны отрезку UV, яв-

ляющемуся касательной прямой к двум касающимся внутренним образом 



5 
 

окружностям. Следовательно, два отрезка прямых EF и GL параллельны друг 

другу. По теореме Фалеса параллельные прямые отсекают от угла пропорцио-

нальные отрезки. Следовательно, 
CE

LC

CF

GC
 , а также 

CE

LE

CF

GF
 , что и требовалось 

доказать. 

Некоторые новые тригономет-

рические формулы для углов 3-ка, не 

вошедшие в статью «Стариков В.Н. 5-е 

исследование по геометрии» (см. пер-

вый выпуск настоящего журнала). 

Пусть A, B, и C – внутренние углы 3-ка 

или радианные меры этих углов, кото-

рые связаны формулой A+B+C=; a, b, 

и c – стороны 3-ка, лежащие против 

углов соответственно A, B, и C, 

p=(a+b+c)/2 –полупериметр, r и R – 

радиусы соответственно вписанной и 

описанной окружностей 3-ка (обода и 

обруча). Теоремы синусов, косинусов и тангенсов будут обозначаться соответ-

ственно ТС, ТК, ТТ. S - площадь 3-ка. Тогда можно написать следующие новые 

тригонометрические формулы для углов 3-ка: 

;
A

sin
C

sin
AC

sin
B

sin
CB

sin
A

sin 0
222222








 








 








  B
(доказательство этой фор-

мулы следует из очевидного тождества ,
baccb

0
444










RR

a

R
если для трех раз-

ностей сторон 3-ка в числителях применить три раза формулу Мольвейде [1, с. 

190, формула вида (2.40)] и теорему синусов), 

;
C

cos
B

cos
A

cos
A

cos
C

cos
AC

cos
B

cos
CB

cos
A

cos
222

4
222222








 








 








  B
(доказа-

тельство этой формулы следует из очевидного тождества 

,
2

cos
2

cos
2

cos4
4

4

444

CBA

R

p

R

ba

R

ac

R

cb









если для трех сумм сторон 3-ка в чис-
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лителях применить три раза формулу Мольвейде [1, с. 190, формула вида 

(2.39)] и теорему синусов). 

Используя формулы Мольвейде, теорему синусов и другие, можно получить 

формулы:    ТК я-4BAC
R

Rba
2

2




coscos
4

422

  BAC
R

ba
2




sinsin
4

22

(3-я ТС). 

Произведение и отношение их левых и правых частей дают соответственно: 

  
 BAC

6R

baRba
4

2












2sin2sin

4

1

1

4 2222

 (4-я ТС- большáя ТС или ТС большúх 

углов)  BAtgCtg
Rba

ba
2






422

22

(3-я ТТ - большáя ТТ или ТТ большúх углов), 

 ABabAbBac  cos22cos2cos 222   BAtgCtg
Rba

ba
2






422

22

(4-я ТК - большáя 

ТК или ТК большúх углов). Другие ТС, ТК и ТТ введены в статье «Стариков В.Н. 

5-е исследование по геометрии» (см. первый выпуск настоящего журнала). Дру-

гие формулы. S=r2 
222

C
ctg

B
ctg

A
ctg =2 R2 CBA sinsinsin = p2 ,

222

C
tg

B
tg

A
tg  

,111 



























c

p

b

p

a

p

R

r
 ,

2
cos

2
sin

2
sin

A

CB

a

r
  ,

2
sin

2
sin

2
sin

1
A

CB

a

p
  

,1
2

cos
2

sin
sin

2
sin

2
sin2











 AA

A

CB

a

rp
 ,

2
sin

2
cos

2
cos

A

CB

a

p


Aa

R

sin2

1
 . 

;

2
sin

2
sin

2
sin

r BA

BA

ba






 .

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

r CBA

CBA

ba






 

Выводы. По-нашему мнению, рассмотренные вопросы будут полезны 

геометрам. 
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