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Аннотация. Классический подход к нахождению максимальных и 

минимальных значений функций основан на определении стационарных точек 

и анализу достаточных условий существования экстремума. При этом в 

практических приложениях встречаются трудности, связанные с нахождением 

критических (стационарных) точек, решением полученных нелинейных 

уравнений и получением заданной точности. В статье показано, что 

использование языка программирования R позволяет обходить эти трудности. 
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Необходимое условие экстремума функции одной переменной основано, 

как известно, на использовании теоремы Ферма [1-4]: 

Пусть функция f(x) определена в некотором промежутке Х  и во 

внутренней точке c этого промежутка принимает наибольшее (наименьшее) 

значение. Если существует двусторонняя конечная производная f'(c) в этой 

точке, то необходимо f'(c) = 0. Те точки, в которых производная равна нулю или 

не существует, называются критическими (или стационарными). 

Для достаточных условий существуют два правила: 

1. Если при переходе через критическую точку производная меняет знак, 

то в этой точке функция имеет экстремум. Причем, если знак меняется с плюса 

на минус, то достигается максимум, если – с минуса на плюс, то минимум. Если 

же при переходе через критическую точку производная не меняет знак, то 

экстремума нет. 

2. Если в критической точке 0x    0' 0f x   вторая производная 

 0" 0,f x   то в этой точке функция имеет минимум, если же вторая 

производная  0" 0,f x   то – максимум. Если же вторая производная равна 

нулю, вопрос остается открытым, т.е. требуются дополнительные 

исследования. 

Таким образом, процедура нахождения экстремумов достаточно хорошо 

изучена. 

Однако на практике встречаются определенные трудности, связанные, во-

первых с нахождением критических (стационарных) точек. Зачастую 

полученное нелинейное уравнение не имеет аналитического решения. Во-

вторых, не удается получить значения переменной с заданной точностью. 

Алгоритмический язык R предназначен в основном для проведения 

статистических исследований [2, 3]. Однако он находит широкое применение и 

при решении математических задач, в частности в решении оптимизационных 

задач [1, 5]. 



В качестве примера рассмотрим функцию   3 27 14 8f x x x x     и 

найдем ее локальные экстремумы с помощью процедуры optimize. Известно, 

что если многочлен имеет целые корни, то они являются делителями 

свободного члена. Проверяя делители числа 8, находим, что корнями 

кубического многочлена являются 1, 2 и 4, следовательно, точки локальных 

экстремумов (один максимум и один минимум) располагаются между этими 

корнями. Выберем чуть больший отрезок [0; 5] с шагом dx=0.001 и построим 

график функции f(x) [4, 6-8] 

> f <- function(x) {x^3-7*x^2+14*x-8}#задаем кубическую параболу 

> dx <- 0.0001 # задаем точность по аргументу х 

> x <-seq(0,5,by=dx) #разбиваем отрезок [0,5] с шагом dx 

> plot(x,f(x),type="l",lwd=2,col="blue")# рисуем f(x) 

> abline(h=0,v=0,col="gray40") # рисуем оси координат 

points(c(3.2,1.5),c(f(3.2),f(1.5)),col="red",pch=21,bg="yellow") # отметим точки эк

стремумов 

> text(1.5,2.5,"Max",col="blue") # отметим точку максимума 

> text(3.2,-4,"Min",col="blue")# отметим точку минимума 

 

Для того, чтобы использовать процедуру optimize необходимо выделить 

окрестность каждого из локальных экстремумов. Для точки локального 



максимума Max – это отрезок [1;2]. В этом случае код программы на языке R 

может быть записан в следующем виде [9, 10, 11]:  

> optimize(f,c(1,2),tol=0.000001,maximum=TRUE) #tol-точность 

$maximum 

[1] 1.451416 

$objective 

[1] 0.6311303 

Таким образом, точка локального максимума xmax =1.451416, а 

соответствующее максимальное значение функции fmax = 0.6311303. 

Визуально определяем, что для точки локального минимума Min – это 

отрезок [3;4]. В этом случае код программы на языке R может быть записан в 

следующем виде:  

> optimize(f,c(3,4),tol=0.000001) 

$minimum 

[1] 3.21525 

$objective 

[1] -2.112612 

Следовательно, точка локального минимума xmin = 3.21525, а 

соответствующее минимальное значение функции fmin = – 2.112612. 

Рассмотрим более сложную функцию: 

 
4 3

4

3 2 1

2

x x x
g x

x

  



 

Поскольку знаменатель данной функции положителен для любых 

действительных значений х, функция g(x) равна нулю, если ее числитель равен 

нулю. Решение же уравнения 
4 33 2 1 0x x x     представляет определенные 

трудности. Предварительно построим график функции g(x), взяв в качестве 

первого приближения отрезок [–6; 6]. 

g <- function(x) {(x^4-3*x^3+2*x-1)/(x^4+2)} 

> dx <- 0.0001 

> x <- seq(-6,6,by=dx) 



> plot(x,g(x),type="l",col="blue") 

> abline(h=0,v=0,col="gray40") 

 

Из приведенного графика видно, что функция g(x) имеет два 

действительных корня (два других корня – комплексные) и имеет два 

локальных максимума и два локальных минимума. 

Отметим точки локальных экстремумов: 

points(c(-2.2,-0.5,0.6,1.4),c(g(-2.2),g(-0.5),g(0.6),g(1.4)),col="red",pch=21,bg="yello

w") 

> text(-2.2,1.8,"Max",col="blue")  

> text(-0.5.-0.5,"Min",col="blue") 

> text(0.6,0,"max",col="blue") 

> text(1.4.-0.5,"min",col="blue") 

 



 

Выделим окрестности каждого из локальных экстремумов. Для точки 

левого (наибольшего) локального максимума Max – это отрезок [–3; –1]. В этом 

случае код программы на языке R может быть записан в следующем виде:  

> optimize(g,c(-3,-1),maximum=TRUE,tol=0.000001) 

$maximum 

[1] -2.225751 

$objective 

[1] 1.965549 

Таким образом, точка локального максимума xMax = – 2.225751, а 

соответствующее максимальное значение функции fMax = 1.965549. 

Для точки второго локального максимума max – это отрезок [0; 1]. В этом 

случае код программы на языке R может быть записан в следующем виде:  

> optimize(g,c(0,1),maximum=TRUE,tol=0.000001) 



$maximum 

[1] 0.5571063 

$objective 

[1] -0.1470106 

Следовательно, вторая точка локального максимума xmax = 0.5571063, а 

соответствующее максимальное значение функции fmax = –0.1470106. 

Визуально определяем, что для точки локального минимума Min – это 

отрезок [-1;0]. В этом случае код программы на языке R может быть записан в 

следующем виде:  

> optimize(g,c(-1,0),maximum=FALSE,tol=0.000001) 

$minimum 

[1] -0.4096336 

$objective 

[1] -0.7814491 

Следовательно, точка локального минимума xMin = –0.4096336, а 

соответствующее минимальное значение функции fMin = – 0.7814491. 

Для точки второго локального минимума min – это отрезок [1; 2]. В этом 

случае код программы на языке R может быть записан в следующем виде:  

> optimize(g,c(1,2),maximum=FALSE,tol=0.000001) 

$minimum 

[1] 1.375197 

$objective 

[1] -0.4438751 

Таким образом, вторая точка локального минимума xmin = 1.375197, а 

соответствующее минимальное значение функции fmin = – 0.4438751. 
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